TEORIA DE LA PROBABILIDAD

Convergencia de variables aleatorias

Introducciéon

Desde los inicios del Calculo Diferencial e Integral se planteé el problema de expresar una
funcién como una serie de funciones simples (recordemos, por ejemplo, el desarrollo de una
funcién en serie de Taylor). Mds adelante, se planteé el problema de expresar una funcién
como una serie trigonométrica. En particular, recordemos que Fourier, en el ano 1822, afirmé
que una funcién arbitraria f (con el concepto de funcién de la época, el cual no era el actual)
definida y acotada en el intervalo [—L, L], puede representarse mediante la siguiente serie
trigonométrica:

f(@) =Ltag+ 07, [an cos 2 + b, sen™0]
donde ag = 5= LLL f(x)dz y, para cada n € N:

L
ay = %f_Lf( ) cos T dx
by =L [ f(z)sen™™dx
n=TJ-L L
Esta afirmacion de Fourier condujo a investigar a fondo cudndo la serie:
nnr nmwx
Tao+ > 07 [a, cos MFE + b, sen x|

con los valores de los coeficientes dados por Fourier, converge efectivamente a la funcién f.

Las investigaciones alrededor del problema de la convergencia de una serie de funciones
produjo la necesidad de profundizar, en general, en el problema de la convergencia de una
sucesion de funciones. Surgié en este proceso la definicién de la convergencia uniforme;
esto a raiz de que Cauchy afirmaba que si los términos de una serie son funciones continuas
y la serie converge, entonces la funcién a la cual converge es continua. Abel hizo ver que esta
afirmacién no es vdlida en general y Weierstrass, introduciendo el concepto de convergencia
uniforme, demostré que la afirmacién de Cauchy es vélida si la convergencia de la serie es
uniforme.



Otro problema relacionado con las series de funciones era el determinar bajo que condiciones
se puede integrar término a término una serie convergente de funciones, para obtener la
integral de la funcién a la cual converge.

Al desarrollar Lebesgue su teoria de integracion, uno de los aspectos centrales de su plan-
teamiento fue el obtener una definicién de integral con la propiedad de que si se tiene una
sucesién convergente de funciones integrables, la funcién limite sea integrable y su integral
sea igual al limite de la sucesién formada por las integrales de las funciones que componen
la sucesion dada.

La integral que defini6 Lebesgue tiene la caracteristica de que al modificar los valores de
una funcién integrable en los puntos de un conjunto de medida cero, la funcién sigue siendo
integrable y la integral de la funcién modificada es igual a la integral de la funcién original. Es
decir, para fines de la integracién de funciones, los conjuntos de medida cero son despreciables.
En particular, en lo que respecta a la convergencia de una sucesién de funciones, esto lleva
a que no es necesario tratar con sucesiones de funciones que converjan en todos los puntos,
puede uno limitarse a la convergencia fuera de un conjunto de medida cero. Surgié asi el
concepto de convergencia casi en todas partes.

De esta forma, en el desarrollo de la teorfa de integracién, incluyendo los trabajos anteriores
al de Lebesgue, se fueron encontrando diferentes tipos de convergencia de una sucesién de
funciones.

Un tipo de convergencia que surgié en este contexto es la convergencia en medida. Dentro de
la teorfa de integracion la idea surgié del problema de la integracién término a término de
una serie de funciones, buscando condiciones menos restrictivas que la convergencia uniforme
de la serie para asegurar que se puede integrar término a término una serie convergente de
funciones para obtener la integral de la funcién a la cual converge. Sin definirla explicita-
mente, este tipo de convergencia se encuentra formulada en un articulo de L. Kronecker del
ano 1878, obviamente sin referirse al concepto de medida, que aiin no se habia formulado,
sino al de contenido. La definicién explicita fue dada en el ano 1909 por F. Riesz en un articu-
lo titulado Sur les suites des fonctions mesurables, donde, entre otras cosas, demostré que
si una sucesién de funciones medibles converge en medida a una funcién medible, entonces
existe una subsucesion que converge casi en todas partes.

Sin embargo, la convergencia en medida tiene una historia mds antigua; sin definirse explici-
tamente, era utilizada en el Célculo de Probabilidades desde la publicacién del teorema de
Bernoulli en el ano 1713, el cual establece la convergencia, que hoy se denomina en medida,
de una determinada sucesién de variables aleatorias. Este resultado de Bernoulli marcé la
pauta para el desarrollo del CélculoTeoria de Probabilidades hasta principios del siglo XX,
cuando se llegé a la formulacion general de los llamados teoremas limite, entre los cuales se
encuentra la ley débil de los grandes niimeros, la cual es una generalizacién del resultado de
Bernoulli.
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En la teorfa de la probabilidad, la convergencia casi en todas partes corresponde a la con-
vergencia con probabilidad 1, también conocida como convergencia casi segura. La
convergencia en medida corresponde a la convergencia en probabilidad.

En la exposicién que sigue, (E, £, i) serd un espacio de medida completo.

Convergencia casi en todas partes

Definicién 1. Diremos que una sucesion de funciones medibles {f,}, .y converge casi en
todas partes a una funcion medible f silim, .. f, = f excepto a lo mds en un conjunto de

. ., g, c.t.p.
medida cero. Si éste es el caso, se escribird f, — f.

Las siguientes propiedades se siguen inmediatamente de las correspondientes propiedades
para las sucesiones de nimeros reales:

1. Si una sucesién (fy), oy converge casi en todas partes a f, entonces cualquier sub-

sucesion de (fy), oy también converge casi en todas partes a f.

2. Si (fn),en €8 una sucesion de funciones medibles tal que f, ety fy fn A g,

entonces f = g casi en todas partes.
3. Si c es una constante y ( f, ),y Una sucesién de funciones medibles tal que f, et f,

entonces cf, A f.
4. Si (fn)nen ¥ (9n)nen son dos sucesiones de funciones medibles tales que f, et fy

gn =5 g, entonces fo+ 9o B [+ gy faga =5 fg.

Los resultados que siguen, con relacién a la convergencia casi en todas partes, se entienden
mejor si se tienen en mente los siguientes conceptos:

Dada una sucesion Aq, As, ... de subconjuntos de un conjunto FF, se define el limite inferior
(lim inf) y el limite superior (lim sup) de esa sucesién de la siguiente manera:

limfnf A, = U2, N, A
lim sup An = ﬂzozl Uz:n Am

Obsérvese que lim inf A,, estd formado por todos los elementos x € F para los cuales existe
N € N tal que x € A, para cualquier n > N, mientras que limsup A,, estd formado por
todos los elementos © € F que pertenecen a una infinidad de conjuntos de la sucesién. Asi
que se tiene siempre lim inf A,, C limsup A,,.

Si lim inf A,, = limsup A,,, se dice que la sucesién (A,), . converge y al valor comiin se le
llama el limite de la sucesién (An>n€N y se le denota de la manera usual, lim,, ., A4,,.
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Por ejemplo, si (A,),cy €s una sucesién creciente (resp. decreciente) de subconjuntos de E,
entonces converge y lim, ., 4, = U | A, (resp. lim,, o A, =N, A,).

Teorema 1. Supongamos que ju es finita y sea (fy),cy una sucesion de funciones medibles.

Entonces f, B0 si y solo si para cualquier € > 0, se tiene:
p(imsup{y € E: |fu(y)| > €}) =0
Demostracién

Supongamos primero que lim,, .., f, = 0 casi en todas partes. Entonces existe un conjunto
Ey C E de medida 0 tal que si x € E§ entonces lim,,_,, fn(z) = 0. Asi que, dado = € E§ y
e > 0, existe N € N tal que |f,(x)| < ¢ para cualquier n > N; esto significa que:

veMinv{yeB: |fuly) <e}

Dicho de otra forma, si x € Ef, entonces, dada cualquier ¢ > 0:

z € Upaa Mz {y € B [fa(y)] < €}

Asi que:

E§ CUnmoy Moz {z € B: [ fu(@)] < e}

Por lo tanto:

p (Mo Uz {y € B2 | fu(y) > €}]) = 0

Inversamente, supongamos que, para cualquier € > 0, se tiene:

p(Mpey UnZ {y € B2 |fa(y) > €}]) = 0

Para cada r € N, sea:

B, =N, U, {y € B | fuly)] > 1]

Se tiene u(B,) = 0 para cualquier r € N y la sucesién de conjuntos By, Bs, ... es creciente,
asi que:

w2, Br) =lim, oo pu(B,) =0

Pero, B = {z € E : Existe N(z) € N tal que |f,(z)| < 1 para cualquier n > N(z)}. De ma-
nera que si z € ()2, B, entonces para cualquier r € N existe N(z) € N tal que | f,(z)] < 2
para cualquier n > N(x). En particular, dada ¢ > 0 sea r € N tal que % < ey N(x) tal que
| f(z)| < I para cualquier n > N(z), entonces | f,(z)| < ¢ para cualquier n > N(z), lo cual
significa que lim,,_,, fn(z) = 0. Es decir:



Moo, B C [limy, oo fr, = 0]

Sea Ey = |J.2, B,. Entonces p (Ey) =0y siz € E§ = (.-, BS, entonces lim,,_, f,(z) = 0.
Asi que lim,, . f, = 0 casi en todas partes.

Corolario 1. Supongamos que i es finita y sea (f),cn una sucesion de funciones medibles.

c.t.p. . . . . .
Entonces f, — [ si y sdlo si para cualquier € > 0, se tiene:

p(Hmsup{y € F: [fu(y) — f(y)| > €}) =0

Teorema 2 (Lema de Borel-Cantelli). Sea Ei, Es, ... una sucesion de conjuntos medibles
tales que Y~ (E,) < oo, entonces:

p (limsup E,) =0
Demostraciéon
Sea B = limsup F,.

Para cada m € N, sea B,, = |J.—, E,. Entonces la sucesién de conjuntos B, es decreciente
y B=(\-_, B, asi que:

w(B) = u [ﬂffle Bp] = limy, o0 pt [Uffzm E,] <limy, o Zf:m p(E,) =0

Corolario 2. Sea (fy),cy una sucesion de funciones medibles tales que:

Yoo ]l fa] > €] < oo para cualquier € > 0
Entonces f, <.
Demostracion
Dada ¢ > 0, sea A(e) =limsup{y € F: |f.(y)| > €}.

Por la proposicién 2, i [A(e)] = 0 para cualquier ¢ > 0. Asf que el resultado se sigue aplicando
el corolario 1.

Corolario 3. Sea f una funcion medible y (fy),cn una sucesion de funciones medibles tales

que Y07y il fu — f| > €] < 00 para cualquier e > 0. Entonces f, et f.



Convergencia en medida

Definicién 2. Diremos que una sucesion de funciones medibles (fy), oy converge en medida
st existe una funcion medible f tal que:

lim, oot ({y € B [fuly) — f(y)| > €}) =0

. ., e, m
para cualquier € > 0. Si éste es el caso, se escribird f, — f.

Obviamente si una sucesion (f,),,cy converge en medida a f, entonces cualquier subsucesién
de (fn),cy también converge en medida a f.

Proposicién 1. Sea {f,} una sucesion de funciones medibles tal que f, L fyf. g,
entonces f = g casi en todas partes.

Demostraciéon

Como |f — g| < |fu — f] +|fn — gl, entonces:
Uf =gl >el Cllfa—fI+|fa—gl>¢]
Ademis, para cualquier € > 0, se tiene:
o= Fl+fu =gl >el C [Ifu = FI> 5] U [Ifu =9l > 5]
Por lo tanto:
pllf =gl >el <pllfu—fI> 5] +ullfa—gl >3]
Asi que, tomando limites, se obtiene p [|f — g| > €] = 0 para cualquier £ > 0.

Finalmente, [|f — g| > 0] = U2, [|f — g] > 2], ast que:

pllf—gl >0 <> wllf—gl>2=0

Proposicién 2. Sea ¢ una constante y (fy),cy una sucesion de funciones medibles tal que

1 "
fn — f, entonces cf,, — cf.
Demostraciéon

Si ¢ = 0, el resultado es obvio.

Si ¢ # 0, se tiene:



lim, oo pt[|cfn — cf| > €] = lim, oo o || fn — f] > ﬁ =0

Proposicién 3. Sean (fn),cn ¥ (9n) dos sucesiones de funciones medibles tales que

neN
fo == F Y gn = g, entonces fn+ g, — f+g.

Demostracién
Como |f, — f+ g0 — 9| < |fn — f| + 190 — g, se tiene:

[fo=f+gn—gl >l C[lfa—f1>5]U[lgn— 9l >3]
Asi que:

HmnHOO/Lan +9n - f_g’ > 5]

<t £ = £1> 5]+ Tmnoe [l = 91 > 5] = 0

Proposicién 4. Sean f una funcion medible, (f,),cn una sucesion de funciones medibles

tal que f, = f y g : R — R una funcién uniformemente continua, entonces go f, —— go f.

Demostraciéon

Como ¢ es uniformemente continua en R, dada € > 0 existe § > 0 tal que |g (u) — g (v)| <€
para cualesquiera u,v € R tales que |[v — u| < J. Asi que:

lgo fa(z) —gof(z)| <e
para cualquier o € F tal que |f, (z) — f (2)] < 0.
Por lo tanto:
limsup, o p({y €F:lgo fu(y) —go f(y)| >e})
<limsup, . u({y €F:lgo fuly) —go f(y) >e})
< limsup, . p({y €F: [fu (y) = [ (y)| = 6})
<My p ({y € F: [ fu (y) — f(y)| > 30}) =0

Asi que go f, = go f.



8

Corolario 4. Sean f una funcion medible, (f,), oy una sucesion de funciones medibles tales

que fn == f y g : R — R una funcién continua nula fuera de un intervalo la,b], entonces
o

gofn—g90f.

Demostraciéon

Como g es uniformemente continua en [a, b] y nula fuera de ese intervalo, es uniformemente
continua en R; asf que el resultado se sigue de la proposicién anterior.

Teorema 3. Supongamos que 1 es finita y sean f una funcion medible, (fy), oy una sucesion
de funciones medibles tal que f, —— f y g : R — R una funcion continua, entonces go f, ——
gof.

Demostracién
Como Y 2 plk < |f] <k+1] = pu(E) < oo, entonces dada n > 0 existe M tal que:
pllfl > Ml <pllfl =2 M =32y PE<|fl<k+1] <3n
También, como f,, —— f, existe N € N tal que, si n > N, entonces:
pllfo = fI > M] < 5n
Sea Dy ={y € B: [f ()| < M}n{y cB:|fu(y) = f(y)| < M}.
Entonces:
Dp={yeF:|f(yl>MuiyeF:[f.(y) - [y > M}
Asi que:
p(Dy) <n
Si y € D, entonces:

o < fu(y) = fF W) +1f ()| <2M

Definamos:

g(u) si|ul <2M
gM ) =4 g2M) siu>2M
g(—2M) siu < —-2M

g™) es uniformemente continua en R, asi que, dada € > 0 existe § > 0 tal que:



g™ (u) — g™ (v)| < ¢
para cualesquiera u,v € R tales que |v — u| < §.

Asi que:

|9 0 fo(2) = g™ o f (2)] < ¢
para cualquier = € F tal que |f, () — f (z)| < 6.
Por lo tanto, si n > N, se tiene:
p({yeF:lgofuly) —gof(y)l>e})
=p(Dnn{yeF:lgo fuly) —gof(y)l>eh)+n(Dyn{yeF:lgofuly)—gof(y)l>ce})
<pDun{yeF:|g™of,(y)—g™of(y)|>e})+u(Dy)
<p({yeF:|g™ofuly)—g™ o fy)] >c})+n(Ds)
<u{yeF:[fuly) = fW)]=0})+n(Dy)
<u({yeF:|fuly) = F W] >16}) +n
Asf que:
limsup, o p({y €F:lgo fuly) —go f(y)>e})
<My oo p ({y € F: [fu(y) = f(y)| > 30}) +0 =1

Como lo anterior es vdlido para cualquier n > 0, se concluye que:

limy, oot ({y € B2 [go fuly) —go f(y)| >c}) =0

Por lo tanto, g o f, —— g o f.

Corolario 5. Supongamos que v es finita y sean f y g dos funciones medibles, y (fn),en

Y (Gn)pen dos sucesiones de funciones medibles tales que f, L fy g 5 g, entonces
fagn == [g.

Demostraciéon

Como fugn = 1 [(fu + 9n)? — (fu — gn)?], entonces:

Jnn L)zl;[(f+g)2_(f_g)2] =fg
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Teorema 4. Supongamos que p es finita y sea (fy), oy una sucesion de funciones medibles
c.t.p.

tal que f, =5 0, entonces f, —— 0.

Demostracién

Para cadam € N, sea B,,(¢) = U,—, {v € E: |f.(y)| > €}; entonces la sucesién de conjuntos
Bi(g), Ba(g), .. . es decreciente, asi que:

Mmoo 1t [Bm(€)] = 1 (e Bm(€)) = 0

Pero [| fn| > €] C By(€). Por lo tanto:

0, oo o [[ fin] > €] < Um0 1 [Bin(€)] = 0

Corolario 6. Supongamos que ji es finita y sea (fy),cy una sucesion de funciones medibles

tal que f, A f, entonces f, —— f.

Si ¢ no es finita, el corolario anterior no es vilido en general.
En efecto, consideremos el ejemplo siguiente:

Ejemplo 1. Sea E =R, p la medida de Lebesgue sobre R y (fn),cy la sucesion de funciones
definidas por f, = I ne1y para cualquier n € N. Entonces la sucesion (f, (7)), ey converge
a 0 para cualquier x € R, pero dada € € (0,1), se tiene:

p{y eR:|fuly)| >e}) =1

para cualquier n € N.

Asi que (fy), ey DO converge en medida a la funcién idénticamente cero. Més atn, (f,),,cy DO
converge en medida. En efecto, supongamos que (f,), o converge en medida a una funcién
medible f, entonces existe una subsucesién que converge casi en todas partes (este resultado
se demuestra mds adelante), asi que f es la funcién idénticamente cero.

Como se muestra en el siguiente ejemplo, el inverso del corolario 6 no es valido en general.

Ejemplo 2. Sea E = (0,1], it la medida de Lebesgue sobre B e (I,), .y la sucesion de
intervalos J; = (0,1], Jo = (0, ] Jg = (2, 5] Jy = (0, 2%], Js = (22, 22} Jg = (22, 22] Jr =

(2,35], ... ; es decir, paran € {O, 1,2,...} yje{0,1,2,...,2" — 1}, Jony,; = (2{” ]2%1] Para
cada n € N, definamos f, = I, ; es decir, paran € {0,1,2,...} yj € {0,1,2,...,2" — 1},

f277+]—]—(i’n7 ]
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SizeF yn€{0,1,2,...}, entonces existe un tinico elemento jo € {0,1,2,...,2" — 1} tal
quer € (3, ]2%1], ast que fonyj, () =1y fonyj (2) = 0 para cualquier j € {0,1,2,...,2" —1}—
{jo}. Por lo tanto, f, (x) =1 para una infinidad de valores de n y f, (xr) = 0 para una in-

finidad de valores de n. Asi que la sucesion (fy (x)), ey n0 converge para ninguna x € F.

Sin embargo, para cualquier n € {0,1,2,...} yj € {0,1,2,...,2" — 1}, fony; toma tnica-

mente los valores 0 y 1, y p({y € F: fonij(y) = 1}) = 55. Ast que lim, oo pu [ f] > €] = 0

para cualquier € > 0. Por lo tanto, f, —— 0.

De la definicién de convergencia en medida podemos ver que, en un sentido, las funciones f,,
para n suficientemente grande, estdn cercanas a la funcién limite f. En efecto, si f, —— f,
dada cualquier € > 0, por pequena que sea, y dada > 0, por pequena que sea, existe N € N
tal que:

p{yeB:|fuly) — f(y)l >¢€}) <o

para cualquier n > N.

Es decir, denotando por A,, al conjunto {y € E : |f,(y) — f(y)| > €}, entonces, para cualquier
n> N, |fuly) — f(5)] < ¢ para cualquier y € 45 y 4 (A,) < 6.

Lo anterior podria dar la idea de que, fuera de un conjunto de medida pequena, se tiene
convergencia uniforme de la sucesién (f,),,cy. Sin embargo, esto no es asf ya que el conjunto
de medida pequena (A,) no es fijo, depende de n. Esto se ve claro en el ejemplo 2 ya que,
dada e € (0,1) y d > 0, digamos § = 2%0, con ny grande para asegurar que 0 es pequena, se
tiene que, para n > 2" (A,) < §, pero:

1
2n0+1 ) 2n0+1 }

A2n0+1 — I(

A2n0+1+1 - I(

 ——
2n0F172n0F1

A2n0+2_1 - I onp+1l_1 onpo+1
( onp+1 72n0+1]

1
2n0+2 ) 2n0+2 }

A2n0+2 = I(

A2n0+2+1 == I(

L 2]
2m0F272m0+2

A27L0+371 — I

2n0t2_1 ono+2
( 2n0+2 ’2n0+1}
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Se tiene la convergencia uniforme fuera de un conjunto fijo de medida pequena, pero tnica-
mente para alguna subsucesion de (fy),, oy, lo cual demostramos mds adelante.

Definicién 3. Diremos que una sucesion de funciones medibles (fy),cy €5 de Cauchy en
medida si, para cualquier € > 0 y cualquier 6 > 0 existe N € N tal que:

n{y €F:[fuly) — fm(y)] >¢e}) <6

para cualquier par de niimeros naturales n y m mayores o iguales a N.

Teorema 5. Sea (f,),cn una sucesion de funciones medibles que converge en medida, en-
tonces (fn),cy €5 de Cauchy en medida.

Demostracién
Sea f el limite en medida de la sucesién (f;,)

neN”

Dadase >0y d > 0, sea N € N tal que:
N[|fn_f| >%€] <%5
para cualquier niimero natural n > N.

Entonces, si n y m son dos niimeros naturales mayores o iguales que NV, se tiene:

llfu = Ful > € < [l = £ > ] + 1 [l = F1 > 2] <6

Por lo tanto, (f,),cy €s de Cauchy en medida.

Teorema 6. Sea (fy),cy una sucesion de funciones medibles y supongamos que (fy),cy €5
de Cauchy en medida, entonces (fy),cy contiene una subsucesion (fn,).cy que converge casi
en todas partes a una funcion medible f y tal que, dada 6 > 0, existe un conjunto medible A
tal que p1 (A) <6 y la sucesion (fy,),cy converge uniformemente a f sobre A°.

Demostracion

Para cada k € N, definamos ¢, = 05, = 2% Sabemos que existe N, € N tal que:

py e F:[fuly) = fm@)] > ext) <ok

para cualquier par de nimeros naturales n y m mayores o iguales a Ng.

Existe entonces una sucesion creciente de nimeros naturales (1my), .y tal que:

(0[] frrsn- = Frn| > 55] < 3¢ para cualquier k € N
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Sea B = ﬂ;il (Ufij Hme_l- - fmz

> %}), entonces, como:

Ziozlﬂ [|fmk+1- - fmk| > Qik} < 0

por el lema de Borel-Cantelli, se tiene que u (B) = 0.
Para cada j € N, definamos B; = Ufi] Hfmm. — fm,

Para cualquier 7 € N tal que ¢ > j, se tiene:

‘fml-‘rl fmz( )|—%
para cualquier y € Bj.

Dada ¢ > 0, sea ig € N tal que 1o > N y > > < . Entonces, si r > s > 14, se tiene:

=1 21

|fmr (y)-_fms< ’< Z }fmz+1 fmz( >|
—Zz 321<Zz zo§<€

para cualquier y € Bj.

Ast que la sucesion (f,, ),y es uniformemente de Cauchy en Bf. Por lo tanto, converge
uniformemente en Bj.

Siy € B = Uj 1 (mjij Hfm¢+1 fmz

la sucesion (fi, (¥)),cy € convergente.

< D entonces existe j € N tal que y € By, asf que

Sea f (y) = limy_.o fm, (v) .Entonces f,, A f yaque p(B) =0.
Ademés, para cualquier j € N, (f,, ),cy converge uniformemente a f en Bf.

Finalmente, como lim; . i (B;) = 0, dada 0 > 0, existe N € N tal que p (By) < 4.

Corolario 7. Sea (fy),cn una sucesion de funciones medibles que converge en medida, en-
tonces (fn),en contiene una subsucesion (fn, ),y que converge casi en todas partes a una
funcion medible [ y tal que, dada § > 0, existe un conjunto medible A tal que p(A) <6 yla
sucesion (fn,) ey converge uniformemente a f sobre A°.

Teorema 7. Supongamos que ji es finita y sea (fy),cy una sucesion de funciones medibles,
de Cauchy en medida, entonces (fy),cy converge en medida..
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Demostracion
Sea (fm,)yey Una subsucesiéon que converge casi en todas partes a la funcién f, entonces
oy =
Dadas e >0y 0 > 0, sea N € N tal que:
[ — ful > 1] < 10
(| foe — 1 > 3e] < 30
para cualquier terna de nimeros naturales, n, m y k, mayores o iguales que N.

Sean n y k nimeros naturales mayores o iguales que N, entonces:
pllfo— fl>el <p [|fn_fmk| > %5} +u “fmk_ﬂ > %5} <90

Por lo tanto f, —— f.

Teorema 8. Si  es finita y (fn),cy €5 una sucesion de funciones medibles que converge
casi en todas a la funcion medible f, entonces, dada § > 0, existe un conjunto medible A tal
que 1 (A) <& y la sucesion (fy), oy converge uniformemente a f sobre A

Demostracién
Para cualquier € > 0, se tiene:

p(imsup{y € F: [f.(y) = f(y)| > €}) =0
Para cada i € N, sea B = 2 (UZO:J [ fo — [ > 2—%]), entonces p (B™) = 0.
Para cada j € N, definamos B](-i) = Uz [Ifs = f1 > 5]
Como lim;_,o (B?) =0, dada 0 > 0, existe V; € N tal que pu <B](\’,)) < 21
Definamos B = J;-, BZ(Q, entonces p (B) < 6.

Para cualquier £ € N tal que £ > N;, se tiene:
1fe(y) = fF (W) < 5

para cualquier y € <B](\Z,)> D Be.



Dada € > 0, sea i € N tal que 2—11 < ¢. Entonces, para cualquier k£ > N;, se tiene:

fuy) —f)l<e

para cualquier y € B°.

Por lo tanto, (f,,),cy converge uniformemente en 5°.

Teorema 9. Sean g una funcién no negativa e integrable, f una funcion medible y (fy),cn

una sucesion de funciones medibles tales que |f,| < g para cualquier n € N y f, <= f,
entonces 1im, o [i |fn — fldp = 0.

Demostraciéon

Para cada n € N, definamos:

Se tiene entonces:

Sn=Jplfu— fldp < [Glfaldp+ [ fldp <2 [ gdp < oo

Asf que la sucesién (s,,),, oy estd acotada.

< 2 12 . .2
Sea (Sn, ) weny una subsucesion convergente. Como f,, — f, existe una subsucesion <5nk>
e
JEN

c.t.p. . . <,
de (sn,),ey tal que fnkj — f. Por el teorema de la convergencia dominada, la sucesién

<3nkj> - converge a cero, asi que (s,, ), .y converge a cero. Por lo tanto, la sucesién (s,),,cx

converge a cero.

Desigualdad de Chebyshev y ley débil delos grandes niimeros

El gran impulso para el desarrollo de una teorfa de la probabilidad, que le harfa ganar un
lugar dentro de las mateméticas, proviene de los llamados teoremas limite, los cuales se
refieren al comportamiento a largo plazo de sucesiones de variables aleatorias. El primero de
estos resultados, que para algunos autores marca verdaderamente el inicio de la historia de
la teorfa de la probabilidad, se debe a Jacques Bernoulli, quien dedic6 20 anos de su vida a
la bisqueda de una prueba matemética de la relacién que existe entre la probabilidad de un
evento y la frecuencia relativa con la que éste ocurre en una serie grande de repeticiones del
correspondiente experimento aleatorio. El resultado, conocido como teorema de Bernoulli,
se publicé en el ano 1713, ocho anos después de la muerte de su autor.
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Puede decirse que, a partir de la publicacién del teorema de Bernoulli, el motor de desarrollo
de la teorfa de la probabilidad fue la bisqueda de resultados que permitieran mejorar y
generalizar ese teorema. Vendrian después los teoremas de de Moivre y de Poisson, relativos
a la aproximacién de una distribucién binomial mediante una distribucién normal y una
distribucién Poisson, respectivamente, los cuales fueron publicados en los anos 1730 y 1800,
respectivamente.

Este proceso continuaria desarrolldndose y recibiria un gran impulso, entre 1870 y 1900, con
los trabajos de la llamada escuela rusa, representada por Pafnuty Lvovich Chebyshev, Andrei
Andreyevich Markov y Aleksandr Mikhailovich Lyapunov, entre otros, los cuales conducirian
a la forma general que se dio a los teoremas limite, entre 1900 y 1930, con la formulacién de
las leyes de los grandes ntiimeros y el teorema central del limite, tanto en su forma clésica,
relativa a la convergencia a la distribucién normal, como en su forma moderna, relativa a la
convergencia a cualquier otro tipo de distribucién, sobresaliendo en este periodo los trabajos
de Aleksandr Yakovlevich Khintchine, Andrey Nikolaevich Kolmogorov, J. W. Lindeberg,
William Feller y Paul Pierre Lévy, entre otros.

En la exposicién que sigue, (£, S, P) serd un espacio de probabilidad completo.

Como ya lo mencionamos, en la teorfa de la probabilidad la convergencia en medida es
llamada convergencia en probabilidad.

Si (X5),cn s una sucesién de variables aleatorias que converge a la variable aleatoria X en

probabilidad, escribiremos X, L. x.

La convergencia casi en todas partes es llamada convergencia casi segura o convergencia con

probabilidad 1.

Si (X»),cn € una sucesiéon de variables aleatorias que converge a la variable aleatoria X

. o1 ¢ C.S. .
casi seguramente, escribiremos X,, — X, o bien:

P [lim, o X, = X] =1

Proposicion 5. Sea X cualquier variable aleatoria y € cualquier nimero real positivo, en-
tonces:

PlIX| > el < ZE[IX]]

Demostraciéon
B[IX[] = fo|X|dP > [ 4o |X|dP > cP[1X] > €]
Asi que:

PlIX|z¢e] < ZE[IX]] .
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Corolario 8. Sea X cualquier variable aleatoria y e cualquier nimero real positivo, entonces:

PlIX| > < LE (X7

Demostracion

PX|>¢ =P[X? > < LE[X?

Corolario 9 (Desigualdad de Chebyshev). Sea X cualquier variable aleatoria de espe-
ranza finita y € cualquier nimero real positivo, entonces:

PIX - E[X]| z €] < zVar [X]

Teorema 10 (Ley débil de los grandes nimeros de Chebyshev). Sea X, Xs, ... una
sucesion de vartables aleatorias, independientes e idénticamente distribuidas, de varianza
finita. Entonces:

. T M

donde u es la esperanza comin de Xi, X, .. ..

Demostracion

Para cadan € N, sea Y, = % Entonces Y,, es una variable aleatoria de varianza finita
y esperanza . De manera que, por la desigualdad de Chebyshev, se tiene:

2

PlY, —pl>el < FVar[V,) = %

ne?

donde 02 es la varianza comin de X, Xs,.... Tomando limites cuando n — oo se tiene

entonces el resultado.

En 1928, Khintchine demostré la ley débil de los grandes niimeros sin la hipétesis de que las
variables aleatorias X, Xs, ... tengan varianza finita. Para ello utiliz6 un método conocido
como el el método de truncacién, el cual fue introducido por Markov en el ano 1913 con
relacion a un teorema de Lyapunov, el cual generaliza el teorema de de Moivre.

Para demostrar el teorema de Khintchine requerimos de algunos resultados previos.
Lema 1. Si f : [0,00) — R es una funcion decreciente y no negativa tal que f[o 00) fdA < o0

y (a,) una sucesion creciente de nimeros reales positivos tal que lim,, ., a,, = 00, entonces
lim,, o anf(a,) = 0.
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Demostracion

La sucesion (s,), donde s, = 3¢ cnpcqy f(K), s no decreciente y se tiene:

Sp < Z{keN:kgan} f[k—Lk) fdx < f[o,an) fdx < f[O,oo) faA < oo

Asi que (s,) converge; por lo tanto, es una sucesién de Cauchy.

Entonces, dada ¢ > 0 existe un niimero natural M tal que sin > m > M entonces s,, — s, <
5. esdecir 3 on, peay [(K) <5

Sea ahora N € N tal que a,, > 2(ap + 1) para cualquier n > N. Se tiene entonces, para
n>N,a,—2(ay+1) >0y (an —an — 1) f(an) < 3 irenay <h<any | (F) < 5. Asi que:

anf(ay) <2(a, —ay —1)f(a,) <e

lo cual prueba el resultado.

Proposicién 6. Si X es una variable aleatoria de esperanza finita y (a,) una sucesion
creciente de niumeros reales positivos tal que lim,,_, ., a, = 0o, entonces:

lim,, o @, P [X > a,] =lim, . a,P[X < —a,] =0
Demostracién
Como X tiene esperanza finita, se tiene:
[ PIX >alde = [[7[1 — Fx(x)] dz < o0
S PIX < —alde < [[PP[X < —a]de =[] Fx(—x) < 00

Ademads, las funciones z +— P [X > z] y x +— P [X < —z] son no negativas y decrecientes en
el intervalo [0, 00).

El resultado se sigue entonces del lema 1.

Lema 2. Sea X, X, ... una sucesion de variables aleatorias, independientes e idénticamente
distribuidas, de esperanza finita p y (a,) una sucesion creciente de nimeros reales positivos
tal que lim,, . a,, = 0o. Para n,k € N, definamos:

yn — Xk si |Xk| S Ay
k 0 en otro caso °
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Entonces, fijando n, las variables aleatorias Y*. Y., . . . tienen la misma distribucién. Adem4s,si
9 9 1242 )

i, es la esperanza comun de Y, Y7, ..., entonces lim, o i, = .

Demostraciéon

Para cualquier x € R, se tiene:
Fyp(z) = PV <a] = PV <o, | Xi| < an] + PV <, [Xy| > ay]

= P[Xk <uz |Xk¢‘ < &n] + P[Ykn <uz, ’Xkl > an]

/

0 six < —ay,

_J Pl-a, £ X} <1 si—a,<z<0
= Pl—a, < Xy <z|+ P[|Xk| >a,] si0<z<a,

\ 1 six > a,

(0 six < —ay,
) Pl-a, <X} <7] si —a, <x<0
) PXp<z|+P[Xy>a, si0<z<a,

\ 1 siz > a,

(0 six < —a,
) Fx, (z) = P[Xp < —a,] st —a,<z<0
) Fx,(zx)+P[Xy>a,) si0<z<a,

\ 1 six > a,
De manera que, fijando n, las variables aleatorias Y}",Yy", ... tienen la misma distribucién.
Ademis:

to= B[P = [ [ - B (@)] do — [ Frp(~a)da

an [1 — Fyln(.’[)} dr — foan Fyln(—m)dm

= i U= Fx (@) = PIX0 > a]]do — [ [Fx, (—2) = P[X) < —a,]}do

= [i" [l = Fx,(z)] de — a, P [X1 > a,] — [} Fx,(—2)dz + a, P [X1 < —ay)]
= [i" [l = Fx,(z)]dz — [;" Fx,(—2)dz + a, P [X1 < —a,] — a, P [ X1 > ay,)]
Asi que, utilizando la proposicién 6, se tiener:

limy, oo i, = £ [Xl] =K
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Teorema 11 (Ley débil de los grandes niimeros de Khintchine). Sea X, Xs, ... una
sucesion de variables aleatorias, independientes e idénticamente distribuidas, de esperanza
finita . Entonces:

X+t Xy P
n H

Demostracion

Sea v es el valor comin de E [| X4}, E[|X2]],.... Siv = 0, el resultado es trivial. Supongamos
entonces que v > 0.

Dada ¢ > 0, definamos, para n, k € N:

™ 8w k 0 en otro caso

Por el lema 2, fijando n, las variables aleatorias Y{", Y,", ... tienen la misma distribucién y si
i, s la esperanza comun de Y{", YJ", ..., entonces lim,, . p,, = p.

2

Por otra parte, para cualesquiera n,k € N, se tiene (Yk”)2 <a;,

asi que Y} tiene varianza

finita.
Ademss, |V} < | Xi| v |Y"] < a,, asf que, si 02 es la varianza comiin de Y7, Y, . . ., se tiene:
A2 2 ne2
o2 < B[] < Elon Xl = anB[1X]) = 2B [|Xe ]| = 22
Ahora bien, como lim, .o pn, = p y lim, . a,P[X; >a,] = 0, existe N € N tal que

= 1] < 5y an P [ X1 > a,] < % para cualquier n > N.
Entonces, para n > N, se tiene:

X1+t Xy
P |2 — ] > €]

YV
n

IN

P

- ,u‘ > 5} + P[Y,* # X para alguna k < n]

YAt Y,
T” — /"LTL

IN

P|

> %} + P[Y;» # X} para alguna k < n]
Pero, por la desigualdad de Chebyshev, se tiene:

Y1n+"'+Yr:l

P|: n = My,

\
I8}
(VAN
15
S 0
(VAN
(SIS

Ademaés:
P [Yk" # X}, para alguna k < n| < Zzzl P D/kn £ X,
- ZZ=1 P [|Xk! > an] =nP [X1 > Cbn]
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= 2q,P[X; > a,] = ta,P[X; > a,] <3

an

Asi que:
Pttt > d <3450

lo cual prueba el resultado.

Desigualdad de Kolmogorov y ley fuerte de los grandes niimeros

Sea X7, Xs,... una sucesién de variables aleatorias, independientes e idénticamente dis-

tribuidas, de esperanza finita u. La ley débil de los grandes nimeros establece que % £,
1. En el ano 1930 Andrey Nikolaevich Kolmogorov mostré que este resultado puede mejo-
rarse demostrando que la convergencia a p se da no sélo en probabilidad sino también con

probabilidad 1, la cual es un tipo de convergencia més fuerte.

Como vimos antes, si las variables aleatorias tienen varianza finita, la demostracién de que
la sucesién Y, = % converge a p en probabilidad estd basada en la desigualdad de
Chebyshev, de la cual se obtiene que P[[Y,, — p| > ¢] < £, donde K es una constante. De la
proposicién 3 puede verse, que para demostrar que la sucesién Y, converge a j con proba-
bilidad 1 bastarfa con demostrar que Y-, P[|Y,, — pu| > €] < oo para cualquier ¢ > 0. Para
probar esto no basta con aplicar la desigualdad de Chebyshev puesto que ésta tinicamente
establece que P [|Y,, — u| > ] < £ y la serie > 77,  no es convergente.

Kolmogorov logré superar este obstaculo demostrando otra desigualdad.

El resultado de Kolmogorov tiene su origen en el teorema de Borel, publicado en el ano 1909.

Teorema 12 (Desigualdad de Kolmogorov). Sean Xi,...,X, n wvariables aleatorias
independientes de varianza finita y € cualquier nimero real positivo, entonces:

P |méx [S; — E[Sj]] > e| < ZVar[S,]

1<j<n
donde, para j € {1,...,n}, S; = >, Xi.
Demostraciéon

Supongamos primero que E [Xj] = 0 para cualquier k£ € {1,...,n}. Entonces también se
tiene F [Si] = 0 para cualquier k € {1,...,n}.

Sea A = {w € Q: max |Sp(w)| > 5} y, para k € {1,...,n}

1<k<n
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Ay = {w €A: 15’121331 |Sj(w)] < e, [Sk(w)| > 8}

donde tomamos méx |S;(w)| = 0.
1<5<0

Entonces, los eventos A, ..., A, son mutuamente excluyentes y A = (J;'_, Aj. Asi que:
E[SpIa = B[S; Y0, Lo = X0, ESila] = 3202, B (S + Su — Si)” L, ]

=S h B [(S2 425k (S0 — Sk) + (S — Si)°) Ia,]

= Y h E[S?Ia) + 2300, B[Sk (Su = k) L) + 202, B [(Sn — S) La,]

Pero, por la proposicién 77 y el corolario 7?7, Sipl4, y S, — Sk son independientes y tienen
esperanza finita, de manera que, por la proposicién 7?7, se tiene:

E[Sklay, (Sn — Sk)] = E [Skla] E [Sn — Sk] = E [Sila] E[S, — Sk} =0
Por lo tanto:
Var[S,] = E[S}] > E[Si1a] = Y5 E[SPa] + Xy B (S0 — i) 1a,]
>3 BIS{Ia) = 2o B [Ia] = e 304, P(Ax) = 2P(A)

:€2P max ‘SJ—E[SJ” > €

1<j<n
de lo cual se sigue el resultado.

Para el caso general, sea Y, = X — E[Xy] para k € {1,...,n}. Entonces, las variables
aleatorias Y71, ..., Y, son independientes, tienen varianza finita, Zle Y, = Zgzl (X; — E[X)])
y E[Y;] = 0 para cualquier j € {1,...,n}. De manera que si ¢ es cualquier nimero real
positivo y S; = g:l X; para cualquier j € {1,...,n}, entonces:

e

Yia Y

1<j<n

P [méx |S; — E'[Sj]| > 5] =P [méx
1<j<n

IN

LVar S, Y| = Avar (s,
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Teorema 13 (Ley fuerte de los grandes nimeros (1) de Kolmogorov). Sea X1, Xo, ...
una sucesz’on de variables aleatorias, independientes, de varianza finita, esperanza nula y tales

que Y"1 % < oo, donde o2 es la varianza de X,,. Entonces:

P [limy, o 2140 — 0] =1

Demostraciéon

Para cada n € N sea S,, =) ,_, Xj y, para cada € > 0, sea:

A, = {wEQ: S”(w)

> ¢ para una infinidad de valores de n}

Por la proposicién 1, para probar el resultado basta con demostrar que P(A.) = 0 para
cualquier € > 0. Para esto definamos:

Bnﬁsz{wEQ )

> ¢ para alguna k € N tal que 2" ! < k < 2”}

Evidentemente se tiene:
A, ={w € Q:w e B, para una infinidad de valores de n}
De manera que, por el lema de Borel-Cantelli, para probar que P(A.) = 0 para cualquier

e > 0, basta con demostrar que » | P(B, ) < oo para cualquier ¢ > 0. Pero, utilizando la
desigualdad de Kolmogorov, se tiene:

’ 27L71<kS2n 2n71<k§2n

P(Bng):P{ max %‘>5]:P[ max | Sg| > ke

<P { max  |Sg| > 62”_1] <P [ max |Si| > e2"!

2n71<k§2n <k<2"

S 8222%‘/@7“ [Sgn] - 5222” Zk 1 Uk

Asi que:

27L
21 P(Bog) < 5 =D 22n he1 Oh = ;% D ke O E{neN;kgzn} 2%

Sea ahora ng el mas pequeno nimero natural tal que k < 2", entonces:

D el SRS ST |

n=ng 22n 22n0

1 _
Z{nEN:k§2"} 22n T

Asi que:

2
L o Tk
> e 10k2{neNk<2” o S 4D g 3 <0
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Por lo tanto:

Ziozl P(B,.) < é% 2120:1 Uﬁ Z{nENsk§2"} 22% <0

]
Corolario 10. Sea X1, X5, ... una sucesion de variables aleatorias, independientes, de va-
2
rianza finita y tales que Y " | 7% < 0o, donde o2 es la varianza de X,,. Entonces:
P limy, o 30 (X — E[X3]) =0] =1
Para el caso en que las variables aleatorias Xi, Xs,... sean idénticamente distribuidas se
cumple la ley fuerte con la tnica condicién de que la esperanza comiin de Xi, Xo,... sea

finita. La demostracién de este resultado se debe también a Kolmogorov y el método de
demostracion es el de truncacion. Se requieren ademds algunos resultados previos, los cuales
se exponen a continuacion.

Lema 3. Sea X1, X5, ... una sucesion de variables aleatorias, independientes e idénticamente
distributdas de esperanza finita . Para n € N, definamos:

X, si X, <n
Y, =
0 en otro caso

Entonces:

L. lim,, o F [Y,] = p.
2. Y, tiene varianza finita para cualquier n € N.

3.3, Z—% < 00, donde 02 es la varianza de Y.
4. P{w € Q : existe N(w) tal que Y, (w) = X,,(w) para cualquier n > N(w)}] = 1.

Demostracién
1. Se tiene:
six < —n
Fyn(z) = Pl-n <X, <z si—n<z<0
Y ) P X >n]+Pl-n<X,<z] si0<z<n
1 siz>n
0 sixz < —n

Pl-n <X, <z si —n<z<0
1-Plz<X,<n] si0<zx<n
1 siz>n

Asi que:



= fo [ = Fyu(2)]de — [ Fyu(—2)dz
= fOnP[$ <X, < n]dm—fOnP[—nan < —z]dx
= |y Pl < Xy <n]de— [['P[-n< X, < —z]dx
= [y [L = Fx,(2)]dz — [ P[X1 > n]de — [ Fx,(—z)de. + [’ P[X; < —n]dx
= [y [1 = Fx,(2)]dz — [} Fx,(—z)dz —nP [X; > n]+nP [X; < —n]

Por lo tanto, utilizando la proposicién 6, lim,_.., £ [Y,] = E [X;] = p.

2. Para cualquier n € N, se tiene |Y,| < n, asi que Y,, tiene varianza finita.

3. B <Y BBV =0 LB (X2, <]

= e g B [ X2 <ixa<i)

= E [X{jaqxizi] + 5 (B [XTT-cx<n] + B [X3T-1<ixi<i))
.

= E[X{laxi<n] (T4 5 +) + E[Xaqx<] (+3 +-)
1.

=200 B (X Taqixi<i] 2oty w2

Pero, para cualquier j € {2,3,...}, se tiene:

N

1 o 1 1
PO R A R i

<

Ademis,
[e%S) 1 00 1
Zn 1_2:1—{—271:2? §2
1 2
Asi que, > 07 ;7 < para cualquier j € N.
Ademids, tomando en cuenta que X1, X, ... tienen la misma distribucion:

E [ X7 1qx,<i)) <IE X5 Tjrexgi<] = B [1Xa] I -1<ix1<1]

Por lo tanto:

S BX T acixgi<i] Yomey e < e B [1X0] Tya<ix<i] §



26
=437 E (1 X0 I -1<1x,<5)]

Sea ahora Z,, = Z?Zl | X1] Itj—1<|x,|<j], entonces la sucesién de variables aleatorias 7, Zs, . . .
es no decreciente y lim,,_,, Z,(w) = | Xi(w)| para cualquier w € €, asi que por el teorema
de la convergencia mondétona:

> E[1X0] Iyacixigg] = mnoo B [Z] = E[|X0]] < o0

o0 0'2

de lo cual se sigue que ) 77 | 22 < oo.
4. P[Y, # X,| = P[|X,| > n] = P[|X1| > n].
De manera que, utilizando la proposicién ?7:
Do P # Xo] =300, P X0 >n] <3507, PIXa| > n] < oo
Asi que, por el lema de Borel-Cantelli, si:
A={weQ:Y,(w)# X,(w) para una infinidad de valores de n}

entonces P(A) = 0.

Sea ahora:
B ={w € Q: existe N(w) talque Y, (w) = X,,(w) para cualquier n > N(w)}

Entonces, B D A¢, asi que, P(B) > P(A) = 1.

Corolario 11. Sea X, Xs, ... una sucesion de variables aleatorias, independientes e idén-
ticamente distribuidas de esperanza finita. Para n € N, definamos:

v _ X, si X, <n
"1 0 en otro caso

Entonces:

P{we Qim0 3 [Xi(w) = Yi(w)] =0}] =1

Demostraciéon

Por la parte iv del lema 3, si:

B ={w € 0 : existe N(w) talque Y, (w) = X, (w) para cualquier n > N(w)}
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entonces P(B) = 1.

Pero si w € B, entonces existe N(w) tal que X,,(w) — Y,,(w) = 0 para cualquier n > N(w),
asi que:

limy, o0 % > e [Xi(w) = Yi(w)] =0

Lema 4. Sea (z,) una sucesion convergente de nimeros reales y sea x = lim,,_, x,. En-
tonces la sucesion z, = %22:1 Tk es convergente y lim,, . z, = T.

Demostracion
Sea M > 0 tal que |z — x,| < M para cualquier n € N.

Dada € > 0, sea m € N tal que |z — 2,| < § para cualquier n > m.

2mM
€

|20 — 2| = }%Zzzlwk —x| = |%ZZ:1 (z _37)‘ < %ZZ=1 |z — |
= %ZZ; |z — | +%ZZ:m+1 |z — |

S e R ks

Entonces, para n > max {m, }, se tiene:

lo cual significa que lim,, ., 2, = .

Teorema 14 (Ley fuerte de los grandes nimeros (2) de Kolmogorov). Sea X1, Xo, ...
una sucesion de variables aleatorias, independientes e idénticamente distribuidas, de espe-
ranza finita p. Entonces:

Xi++X, S
. T H

Demostraciéon

Para cada n € N, sea:

v _ X, si X, <n
"1 0 en otro caso

Por el lema 3, las variables aleatorias Y7, Y3, ... tienen esperanza finita, lim, .., E [Y,] = u

2
Y Yooy 2% < 00, donde 02 es la varianza de Y,,. De manera que, por el lema 4 y el corolario
10, se tiene:
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P{weQlim, ot Th, (Yilw) — E[Vi)) =0}] = 1
de lo cual se obtiene:
PHweQ:lim, id  Vilw)=pn}] =1
Ademais, por el corolario 11:
Pl{ €0ty 50, [Xie) — Vi) = 0}] =

de lo cual se obtiene el resultado.



